DRZEWA BINARNE

Teraz przystepujemy do rozwazania drzew — naj-
wazniejszej nieliniowej struktury, ktéra pojawia
sie w algorytmice.

DonaLD E. KNUTH

1 Drzewa binarne
Zdefiniujemy najpierw drzewo binarne formalnie.

Definicja 1. Drzewo binarne to krotka (L, S, R), gdzie L i R to drzewa
binarne lub zbiory puste, za$ S to singleton zawierajacy korzen.

Uwaga 1. Powyzsza definicja dopuszcza nieskonczone drzewa, jednak my nie
bedziemy sie¢ nimi zajmowac.

Zatem kazde drzewo binarne ma korzen s € S, lewe poddrzewo L oraz
prawe poddrzewo R. Ponadto korzen ma lewego syna — korzen poddrzewa L
oraz prawego syna — korzen poddrzewa R.

Przyktad 1. Niech
T = ((0,{wiosna}, (), {1ato}, (0, {jesien}, (), {zima},)).

Krotka T' to drzewo binarne. O

Jak widzimy powyzsza definicja, chociaz jest bardzo wazna, to niezbyt
praktyczna. Czesto drzewa binarne bedziemy rysowac.

Przyktad 2. Ponizszy rysunek przedstawia drzewo T z poprzedniego przy-
ktadu.

lato

/N

wiosna zima

/

jesien

Odnotujmy, ze istotne jest, czy wezel jest lewym synem, czy prawym.

Jak bedziemy przechowywaé¢ drzewa binarne w pamiegci komputera? W
C++ mogliby$my utworzy¢ taka strukture:

struct Tree {
Tree *L, *R;
T s;

+;

gdzie L i R to wskazniki na lewe i prawe poddrzewo, zas s — korzen, z
odpowiednim typem.
Zdefiniujmy jeszcze konstruktor:

Tree(Tree *LO, T sO, Tree *R0) {
L =10, s =s80, R=RO;
};
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Przyktad 3. Drzewo T z poprzedniego przykladu mozemy zapisa¢ w C++ w
nastepujacy sposob:

Tree *wiosna = new Tree(NULL, "wiosna", NULL);
Tree *jesien = new Tree(NULL, "jesieid", NULL);
Tree *zima = new Tree(jesien, "zima", NULL);
Tree *lato = new Tree(wiosna, lato, zima);

Zdefiniujmy jeszcze dwie szczegdlne klasy drzew binarnych.

Definicja 2. Regularnym drzewem binarnym nazwiemy takie drzewo binarne,
gdzie kazdy wezel ma zero lub dwoch synéw, formalniej L = R = () lub

L # () oraz R # 0.

Przed zdefiniowaniem drugiej szczegélnej klasy, zdefiniujemy wysokosé, o
ktorej czesto bedziemy mowic.

Definicja 3. Wysokosé drzewa binarnego T' = (L, S, R) to h(T) := 1+
max{h(L), h(R)}. Przyjmujemy h(()) = —1.

Przyktad 4. Wysoko$¢ drzewa T z poprzedniego przyktadu h(T) =2. ¢

Definicja 4. Powiemy, ze T jest pelnym drzewem binarnym iff ma 2T +1 1
wezlow.

Przyktad 5. Ponizej przedstawiono 7-wierzchotkowe petlne drzewo binarne.

Mozemy zaproponowac¢ czytelnikowi kilka ¢wiczen matematycznych.
Cwiczenie 1. Ile jest réznych drzew binarnych o n wierzchotkach?

Cwiczenie 2. Jakg najmniejszg wysoko$é moze mie¢ n-wierzchotkowe drze-
wo binarne? A jaka najwicksza?

Cwiczenie 3. Dane jest regularne drzewo binarne, ktére ma [ lisci (weztéw,
ktore nie maja synéw, formalniej L = R = ()). Ile ma ono wierzchotkéw
niebedacych lis¢mi?

Cwiczenie 4. Ile co najwyzej lisci moze mie¢ n-wierzchotkowe drzewo
binarne? A ile najmniej?
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2 Spacer po drzewie

Rozwazmy nastepujacy problem. W kazdym wezle drzewa T' = (L, S, R) jest
ciasteczko. Trzeba zje$¢ wszystkie ciasteczka. Sprawa jest trywialna, jednak
nie dla komputera. Trzeba doktadnie sprecyzowac¢ w jakiej kolejnosci zjadac
ciasteczka. Podamy teraz kilka takich kolejnosci.

Pierwsza, najprostsza jest kolejnos¢ preorder. Najpierw zjadamy ciastecz-
ko z S, nastepnie wszystkie ciasteczka z L i na koncu wszystkie z R w tej
samej kolejnosci. Widzac rekurencyjng strukture mozemy zaimplementowac
nasz algorytm.

void preorder(Tree *T)

{
if (T == NULL)
return;
zjedz_ciasteczko(T->s);
preorder (T->L) ;
preorder (T->R) ;
}

Mogliby$my najpierw zje$¢ ciasteczka z poddrzew, a dopiero potem z
korzenia. Taka kolejnos¢ nazywamy postorder.

void postorder(Tree *T)

{
if (T == NULL)
return;
postorder (T->L) ;
postorder (T->R) ;
zjedz_ciasteczko(T->s);
}

Jeszcze jedna, klasyczng i najwazniejsza dla nas kolejnoscig jest kolejnosé
iorder, zwana tez symmetric order, co po polsku mozna przettumaczy¢
jako porzgdek symetryczny. Najpierw zjadamy ciasteczka z L, potem S, a na
koncu z R.

void inorder(Tree *T)

{
if (T == NULL)
return;
inorder(T->L);
zjedz_ciasteczko(T->s);
inorder (T->R);
}

Przyktad 6. Wyrazenia matematyczne mozemy zapisywa¢ w jednej z trzech
notacji: notacji polskiej (od polskiego logika i matematyka Jana FLukasiewi-
cza), gdzie operator wystepuje przed operandami, odwrotnej notacji polskiej,
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gdzie oprator wystepuje po operandach oraz notacji wrostkowej (infikso-
wej, najpopoularniejszej) gdzie operator wystepuje pomiedzy operandami.
Przyktadowo

NP: x+345

ONP: 34 + 5X
IN: (344) x5

Zauwazmy, ze w dwoch pierwszych nie potrzeba uzywaé nawiaséw. Wyrazenie
mozemy przedstawi¢ jako drzewo binarne. Przyktadowo

N\
+ 5
M
3 4

Odczytane w preorderze da zapis w NP, w postorderze — w ONP, zas w
inorderze — w IN. O

Polecamy rozwiazac teraz kilka ¢wiczen.

Cwiczenie 5. Wypisz wezly drzewa

sroda
/ \
wtorek sobota
/ /N
poniedziatek czwartek  niedziela
\
piatek

w preorder, postorder i inorder.

Cwiczenie 6. Przejscie pewnego drzewa w preorder dato kolejnos¢ (A, B, D, E,C, F),
za$ w inorder — (D, B, E, A,C, F). Znajdz to drzewo. Podaj algorytm dla
ogblnego problemu. Czy drzewo jest w ten sposob zdefiniowane jednoznacz-

nie? Co gdyby dany byl postorder i inorder. A preorder i postorder?

Cwiczenie 7. Z ¢wiczenia 1. wiemy, ze jest okolo 4™ réznych drzew o n
wierzchotkach. Skoro log, 4" = 2n, to potrzebujemy co najmniej 2n + o(1)
bitéw, zeby strukture takiego drzewa przechowa¢ w pamieci. Rozwazmy
nastepujacg procedure.

void zakoduj(Tree *T)

{
if (T == NULL)
{
output (0) ;
return;
}
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output (1) ;
preorder (T->L);
preorder (T->R) ;

Uzylismy tylko 2n + 1 bitéw. Pokazaé, ze z takiego zapisu mozemy jedno-
znacznie odzyskaé strukture drzewa.

Cwiczenie 8. Zaimplementowa¢ preorder, postorder i inorder iteracyjnie.

3 Binarne drzewa poszukiwan

Binarne drzewa poszukiwan, z angielskiego binary search tree, w skrécie BST,
to bardzo uzyteczna struktura danych.

Teraz bedziemy czesto mowi¢ o weztach. Powiedzmy formalniej, ze wezet
u w drzewie T jest korzeniem pewnego poddrzewa drzewa T'. Ma on lewego i
prawego syna — [(u) oraz r(u). Czasem zamiast poddrzewo lewego syna wezta
u bedziemy méwi¢ po prostu lewe poddrzewo u i pisa¢ L(u). Analogicznie z
prawym poddrzewem oznaczanym R(u).

Powiedzmy, ze wezty drzewa majg dodatkowe pole — klucz, ktory bedziemy
oznaczaé przez key(u).

Trzeba jeszcze zmodyfikowaé definicje struktury w C++

struct Node {
Node *1, *r;
T key;

};

Od teraz bedziemy zaktadac, ze na kluczach przechowywanych w weztach
zdefiniowana jest pewna relacja wiekszosci.

Zdefiniujmy najpierw nastepujaca wtasno$¢ BST. Bedziemy zwyczajnie
moéwié drzewo BST na drzewo, ktore ma wiasnosé BST.

Definicja 5. Powiemy, ze drzewo T' ma wtasnos¢ BST iff dla kazdego wezta
u drzewa T klucze wszystkich wezlow z L(u) sa mniejsze niz key(u), za$
klucze wszystkich weztéw z R(u) sa wigcksze niz key(u).

<z >

Przyktad 7. Drzewo
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8
/ N\
3 10
AV
1 6 14
AN
4 7 13
ma wlasnosé BST. O

Ponizsze twierdzenie jest prostym, ale jednoczesnie bardzo istotnym
faktem.

Twierdzenie 1. Niech drzewo T ma wlasnosé BST. Wtedy jego wierzchotki
zapisane w porzgdku inorder sqg w kolejnosci rosngcej.

Umiemy wiec wypisaé¢ klucze BST w kolejnosci rosngcej. Teraz pokazemy
jak znalez¢ wezel o najmniejszym kluczu. Wystarczy schodzi¢ ciggle do
lewego syna, ktory zawiera mniejsze wartosci.

Node* minimum(Node *node)

{
while (node->1 != NULL)
node = node->1;
return node;
}

Analogicznie znajdujemy klucz najwigkszy.
Teraz pokazemy jak znalezé rzadany klucz w BST. Wystarczy uzy¢
rekurencji i wtasnosci BST. Ponizszy kod to realizuje.

Node* search(Node *node, T key)
{
if (node == NULL)
return NULL;
if (node->key == key)
return node;
else if (key < node->key)
return search(node->1, key);
else if (node->key < key)
return search(node->r, key);

3

Mozna jeszcze zastanowi¢ si¢, jak dla zadanego wezta znalezé¢ jego na-
stepnik w kolejnosci inorder, tj. wezel o nastepnym wiekszym kluczu.

Jesli wezet ten, powiedzmy u, ma prawego syna, wystarczy znalez¢ wezet
o minimalnym kluczu w prawym poddrzewie. W.p.p. nastepnikiem jest
najnizszy przodek u, ktérego lewy syn takze jest przodkiem wu.

Ponizszy kod realizuje to, jednak zaklada on, ze w weztach trzymamy
dowigzania do ojcow. Odnotujmy, ze nie wykonuje on zadnych pordéwnan.
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Node* successor(Node *node)
{
if (node->right != NULL)
return minimum(node->right) ;
Node *p = node->parent;
while (p !'= NULL && node == p->right)
{
node = p;
p = node->parent;
+
return p;

}

Mozemy uniknaé¢ trzymania dowigzan schodzac po drzewie z géry na dot.
Wtedy musimy znaé¢ jednak korzen drzewa.

Node* successor(Node *root, Node *node)

{
if (node->right != NULL)
return minimum(node->right) ;
Node *curr = root, *res = NULL;
while (curr != NULL)
{
if (node->key < curr->key)
{
res = curr;
curr = curr->left;
}
else if (node->key > curr->key)
{
curr = curr->right;
}
else
{
break;
}
}
return res;
}

Analogicznie mozemy znalezé poprzednika.
Umiemy juz wykonywac¢ operacje statyczne. Nastepnie pokazemy jak
aktualizowa¢ BST, tj. dodawac i usuwaé klucze.
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Odpowiedzi

1 Niech C,, bedzie to liczba n-wierzchotkowych drzew. Wprost z definicji

mamy
n—1

On - Z Ckcn—l—k-

k=0
Przyjmujemy Cy = 1. Znanym faktem jest, ze powyzsza rekurencja opisuje
n-ta liczbe Catalana. Odnotujmy jeszcze, ze C, = O(4"/logn).

2 Drzewo binarne o wysokosci h moze mie¢ co najwyzej 2"+ —1 wierzchotkéw.
Zatem n < 2" —1  czyli h > logy(n+1)—1. Ponadto h < n—1. Odnotujmy,
ze te ograniczenia sg osiggalne.

[

3 Zliczajac krawedzie na dwa sposoby, wnioskujemy, ze ma ono [ — 1 wierz-
chotkéw niebedacych lisémi.

4 Co najmniej 1, a co najwyzej [n/2].

/4

5 Prerder: sroda, wtorek, poniedzialek, sobota, czwartek, piatek, niedziela.
Postorder: poniedziate, wtorek, piatek, czwartek, niedziela, sobota, sroda.
Inorder: poniedziatek, wtorek, sroda, czwartek, piatek, sobota, niedziela.

6 Byto to nastepujace drzewo.
A
/ N\
B C
AT
D E
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Ogolnie, nalezy znalez¢ korzen — pierwszy wierzchotek w preorder i podzieli¢
rekurencyjnie inorder na dwie czegsci w miejscu korzenia. Preorder lub po-
storder wraz z inorder definiuja drzewo jednoznacznie. Preorder z postorder
juz nie.

7 Jedli czytamy 1, to rekurencyjnie odczytujemy lewe i prawe poddrzewo.
Jesli przeczytaliSmy 0, wiemy, ze nalezy przerwaé to wywotanie.

8 Nalezy uzy¢ stosu. Preorder i inorder sa dosy¢ nietrudne. Aby zaimple-
mentowaé postorder trzeba przetrzymywaé dodatkowe informacje.
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