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Wszystko bowiem sklada sie z wielu cze$ci, a jed-
nak nie ma czego$, co stanowitoby catosé.
ARYSTOTELES

1 Bloki pierwiastkowe

Technika zwana blokami pierwiastkowymi pozwala na obliczanie operacji
wykonywanych na tablicy w czasie O(y/n), poprzez podzielenie tablicy o
dtugosci n na /n blokéw, o dtugosci v/n kazdy.

Operacja moze by¢ tak naprawde dowolna, o ile jest ona taczna, jednak
aby zrozumieé¢ te technike i dla ustalenia uwagi rozwazmy nastepujacy
przyktad.

Przyktad 1. Dana jest tablica A[0..n — 1]. Wykonaj ¢ operacji dwoch typow:
(1) dla danych i oraz z przypisz Ali] < z,
(2) dla danych [, r znajdz sume A[l..r].

Jakoby zadanie to nie powinno nastreczy¢ zadnych trudnosci. Oczywi-
Scie problem ten mozna rozwiaza¢ naiwnie. Otrzymujemy wtedy ztozonos¢
O(1) dla operacji (1) oraz ztozonosé O(n) dla (2). Istnieje tez rozwiagzanie
korzystajace z drzewa przedziatowego osiagajace ztozonosé O(logn) dla obu
typow zapytan.

Jednak pokazemy teraz pozornie gorsze rozwigzanie dziatajace w czasie
O(y/n) dla obu typoéw zapytan.

Niech k bedzie pewng liczba. Dla uproszczenia zatézmy, ze k dzieli n.
Podzielmy tablice A na n/k blokéw. Niech l; := jk oraz r; := (j + 1)k — 1.
Wtedy j-ty (0 < j < n/k) blok to podtablica A[l;..r;]. Oznaczmy b(i) jako
indeks bloku, do ktérego nalezy i-ty element, tj. b(i) = i/k.

Pomyst polega na tym, ze dla kazdego bloku ¢ bedziemy przechowywali
warto$¢ B[i] := Y A[l;..r;]. Pokazemy teraz jak postepowaé w przypadku
zapytan.

al0],all],... alk —1],alk],...,a[2k = 1],... ,al(n/k — 1)k],... a[n — 1]
b[0] B[1] bln/k—1]

(1) Niech j := b(i). Zauwazmy, ze zmienia si¢ tylko A[i] oraz B[j].
Zaktualizujemy je wiec naiwnie w czasie O(k).

Uwaga 1. Operacja dodawania ma swoja operacje odwrotng (odejmowanie).
Zapytanie (1) mozemy wykonywaé wiec w czasie stalym. Jednak dla funkcji
nieposiadajacych funkcji odwrotnej, trzeba przelicza¢ caty blok jeszcze raz.

(2) Wiadomo, ze wszystkie bloki miedzy b(l) + 1 a b(r) — 1 wlacznie
zawierajg sie w podtablicy A[l..r] (nazwijmy te bloki fragmentem Srodkowym.).
Ponadto bloki b(l) oraz b(r) zawieraja si¢ czesciowo w podtablicy All..r]
(niech bedzie to fragment krancowy). Wszystkie inne bloki nie maja czesci
wspolnej z A[l..r|.
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Mozna obliczy¢ osobno sume fragmentu krancowego oraz srodkowego.

Wartosé sumy fragmentu krancowego liczymy naiwnie w O(k). Zauwazmy,
ze dzieki tablicy B mozemy zrealizowaé liczenie sumy fragmentu $rodkowego
w czasie O(n/k).

Ztozono$¢ tego zapytania wynosi zatem O(k+n/k). Ostateczna ztozono$é
wynosi wiec O(q(k+n/k)). Pozostaje tylko dobra¢ k tak, aby zminimalizowaé
q(k + n/k). Oczywiscie g jest stale, wiec tak naprawde minimalizujemy
k+n/k.

Lemat 1. Funkcja f(k) =k +n/k, gdzie k > 0 osigga swoje minimum dla

k= /n.

DowOD: Z nieréwnosci miedzy $rednig arytmetyczng a geometryczng mamy
f(k)=k+n/k <2yn=f(yn). O

Zatem kiedy wybierzemy k = y/n otrzymujemy rozwiazanie dziatajace w
zadanym czasie O(q\/n).

1 int k = sqrt(n)+1;

2 int B[n] = {0};

3 void update_internal(int i)

a { // Aktualizuje blok, do ktorego nalezy indeks i.

5 int b = i / k; // Numer bloku.

6 int 1 = b * k; // Poczatek bloku.

7 int r = min(1+k, n); // Koniec bloku.

8 B[b] = A[il; // Najpierw skopiuy.

9 for (int i =1; i < r; i++)

10 B[b]l = B[b]l + A[il; // Liczy sume Afl..r].
11}

12 void update_value(int i, int x)
13 { // Akutalizuje wartosé na indeksie i.

14 Ali] = x;
15 update_internal(i);
16 }

17 void init()
18 { // Inicjalizuje tablice B.

19 for (int i = 0; i < n; i++)
20 update_value(i, A[i]);
21 }

22 int sum_range(int 1, int r)
23 { // Zwraca sume Afl..r]

24 int ans = O;

25 int i = 1;

26 while (i <= r)

27 {

28 if ((i%k == 0) && (i+k-1 <= 1))

29 { // Jestesmy we fragmencie Srodkowym.
30 ans = ans + B[i/k];

31 i += k; // Skaczemy o k.

32 }

33 else

34 { // Jestesmy we fragmencie krancowym.
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35 ans = ans + A[i];

36 i++; // Skaczemy o 1.
37 }

38 }

39 return res;

40 }

Cwiczenie 1. Oblicz tablice B[0..2] dla tablicy A = (3,1,4,1,5,9,2,6,5).

Cwiczenie 2. Ja$ ma tablice AJ0..15]. Obliczyl dla niej tablice B[0..3].
Okazato sie, ze aby obliczy¢ sume pewnej podtablicy A[{..r] potrzebowal
doktadnie 4 odwotann do pamieci (odczytaie wartosci w komorce tablicy
A lub B). Jaka mogta by¢ dtugoéé przedziatu r — ¢ + 17 Podaj wszystkie
mozliwosci.

W przypadku przyktadu 1., jak juz wczesniej wspomnieliSmy, mozna
byto uzyskaé szybsze rozwiazania bez uzycia dekompozycji pierwiastkowej.
Sa jednak zadania, gdzie nie jest to mozliwe.

Uwaga 2. Zastanéwmy sie, co gdyby zapytanie (2) polegato na dodaniu
warto$ci  na pewnym przedziale A[l..r]? Mozna wtedy zastosowaé leniwa
propagacje. Bedziemy dla kazdego bloku j przetrzymywaé¢ dodatkowa liczbe
S[7]. Uméwimy sie, ze prawdziwa warto$é Ali] bedzie to Afi]+ S[b(i)]. Wtedy
prawdziwa wartos¢ B[j| bedzie to B[j] + kS[j]. Zatem przy rozwazaniu
fragmentéw $rodkowych mozemy tylko zmodyfikowaé S[j], zachowujac stata
ztozonos¢ dla jednego bloku.

2 Bloki pierwiastkowe na zapytaniach

Tym razem na bloki nie bedziemy dzieli¢ tablicy, ale zapytania. Tj. bedziemy
rozwazac¢ zapytania w blokach po /g zapytan.

Rozwazmy jeszcze raz przyktad 1.

Na chwile zapomnijmy o zapytaniach typu (1). Oczywiscie zadanie staje
sie wtedy trywialne. Wystarczy tylko obliczy¢ sumy czesciowe tablicy A, aby
moc odpowiadaé na pytania w czasie statym.

Co jesli jednak dostaniemy operacje typu (1)7 Na razie nie wykonamy
zadnej aktualizacji, tylko zapamietamy, ze istotnie taka operacja miata
miejsce. Teraz kiedy dostaniemy pytanie typu (2) suma przedziatu obliczona
z uzyciem sum czesciowych moze by¢ juz nieaktualna. Przejdziemy sie zatem
po wszystkich dotychczasowych operacjach typu (1) i dostosujemy wynik.

Sprawny czytelnik od razu zauwazy, ze takie rozwigzanie ma ztozonosé
O(q?). Jesdli q jest mate dziata ono wiec dosy¢ dobrze. Zatem co k zapytan
przeliczymy nasza tablice sum czesciowych jeszcze raz, uwzgledniajac ostatnie
k operacji. Wtedy blok k zapytan obstugujemy w czasie O(k* + n). Jako,
ze wszystkich blokéw jest ¢/k, ostatecznie rozwiazanie to dziala w czasie
O((k? + n)a/k) = Ola(k +n/k)).

Teraz wystarczy tylko dobra¢ odpowiednie k. Oczywiscie z lematu 1.
mamy k = /n.

Dostajemy zatem rozwiazanie dzialajace w czasie O(q\/n).
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1 int k = sqrt(n)+1;

2 int A[n] = {0};

3 int pref[n] = {0};

4 vector<pair<int, int>> history;
5 void rebuild()

6 {

7 for (auto [i, x] : history)
8 A[i] += x;

9 history.clear();

10 pref[0] = A[0];

11 for (int i = 1; i < n; i++)
12 pref[i] = pref[i-1] + A[i];
13 }

14 void update(int i, int x)

15 {

16 history.emplace_back(i, x);
17 if (hisotry.size() > k)

18 rebuild();

19}

20 int query(int 1, int r)

21 {

22 int ans = prefl[r] - (1 7 pref[l-1] : 0);
23 for (auto [i, x] : history)
24 {

25 if (1 <=1 && i <=1)
26 ans += X;

27 }

28 return ans;

29 }

W przypadku tego problemu uzycie dekompozycji pierwiastkowej nie byto
konieczne. Jednak moze si¢ ona okaza¢ przydatna, kiedy umiemy rozwigzac
trudny problem bez aktualizacji.

3 Lekkie/ciezkie

Powiedzmy, ze mamy do wykonania pewng liczbe operacji opisanych jakims
parametrem t. Zaloézmy, ze jesli t jest mate szybko umiemy wykonaé¢ aktuali-
zacje. Rowniez jesli t jest duze umiemy tatwo takg aktualizacje przeprowadzic.
Aby potaczy¢ te dwa rozwiazania powiemy, ze dla pewnego k, dla pytan z
t < k bedziemy zachowywac si¢ inaczej niz dla ¢t > k. Najczesciej bedziemy
przyjmowaé k = \/n.

W celu zilustrowania, rozwazmy nastepujacy przyktad.
Przyktad 2. Dany jest graf G = ([n], F). Na wierzchotku u zapisana jest
liczba A[u] = u. Obstuz ¢ zapytan:

dla danego wierzchotka u, dla kazdego v takiego, ze {u,v} € F, ustaw
Alv] — Alu].

Podaj A[l..n] po wykonaniu wszystkich zapytan.

ROZWIAZANIE: Mozemy rozwiazaé zadanie naiwnie w O(ngq), dla kazdego
zapytania przechodzac si¢ po wszystkich sagsiadach u. Pomimo tej pesymi-
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stycznej ztozono$ci, rozwigzanie to jest szybkie, kiedy deg u jest mate. Zatem
dla degu < y/m po prostu przejdziemy sie po sasiadach u i zaktualizujemy
wartosci A[].

Dla degu > /n zwyczajnie wstawimy znacznik w wierzchotku u, ze taka
aktualizacja miata miejsce.

Jednak, jak juz pewnie Czytelnik zauwazyt, teraz kiedy rozwazamy jakis
wierzchotek u, to przed zrobieniem czegokolwiek, musimy najpierw znalezé
prawdziwa warto$¢ Afu]. W tym celu iterujemy sie po wszystkich sasiadach u
o stopniu co najmniej y/m (tylko te wierzchotki moga mie¢ jakie$ znaczniki).
Zauwazmy, ze takich wierzchotkéw jest co najwyzej O(2m/+/m) = O(y/m).

Odnotujmy jeszcze, ze trzeba przetrzymywaé czas ustawienia A[-] oraz
czas wstawienia kazdego ze znacznikow. O

Uwaga 3. Najczesciej wybieralismy k = /n. Nie zawsze jest to optymalny
wybor. Zawsze nalezy sie zastanowic¢, jaka wartos¢ parametru k£ minimalizuje
funkcje ztozonosci. Nawet kiedy k& = y/n minimalizuje funkcje ztozonosci,
nie zawsze uzywa sie k = |y/n]. Czasem uzywa sie bardziej okrgglej liczby,
aby przyspieszy¢ wykonywanie operacji.

Cwiczenie 3. Zaimplementuj algorytm 1. oraz wygeneruj do niego wejscie
dla duzych n, q. Testuj szybkos¢ wykonania programu dla réznych statych k.
Wyszukaj binarnie ta optymalna. Jak ma sie do oczekiwanej wartosci y/n?

Kluczem do perfekcyjnego wykonania jest réwno-
waga miedzy silg 1 lekkosciq.
LEONARDO DA VINCI

W wieku pietnastu lat poSwiecitem sie nauce, w
wieku trzydziestu lat stalem sie niezalezny, w wie-
ku czterdziestu lat nie miatem Zadnych wgtpliwo-
Sci, w wieku piecdziesieciu lat zrozumiatem wole
Niebios, w wieku szesédziesieciu lat moje uszy
staty sie postuszne, w wieku siedemdziesieciu lat
mogtem podgiac za pragnieniami serca, nie ta-
migc zasad.

KoNFucJusz

Proponujemy rozwiazanie kilku zadan.

Zadanie 4. Dana jest tablica A[l..n]. Wykonaj ¢ zapytan dwoch typow:
(1) dla danych 1 < [ < r < n oraz x, znajdz liczbe ¢ € [l..r] takich, ze
All] = =z,
(2) dla danych 1 < I < r < n oraz y, dla kazdego i € [l..r], przypisz
Ali] «— Ali] +y.

Zadanie 5. Dana jest tablica A[l..n]. Poczatkowo dla kazdego i mamy
Ali] = 0. Wykonaé ¢ operacji dwoch typdw:

(1) dla danych a,b,c dla kazdego k = a (mod b) przypisaé A[k] <
Alk] + ¢,

(2) dla danego d znalezé Ald].
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Zadanie 6. Dana jest tablica A[0..n—1]. Dla danego s rozwazmy nastepujaca
procedure:

Wrzué piteczke do komorki tablicy A pod indeksem s. Nastepnie, dopoki
piteczka nie wyleci poza tablice, odbija sie ona z komoérki pod indeksem ¢ do
komorki pod indeksem i + A[i].

Obstuz ¢ operacji dwoch typow:

(1) dla danych i oraz z przypisz Ali] < z,

(2) dla danego s wykonaj opisana procedure i powiedz, ile razy odbila
si¢ piteczka.

Zadanie 7 (Kontenery [240l]). Inzynier Bajtazar zarzadza rampa przeta-
dunkowsg dla konteneréow. Rampa sktada sie z n kolejnych pozycji. Na kazdej
z nich dZwig moze umiesci¢ dowolng liczbe kontenerow utozonych jeden na
drugim. Pozycje numerujemy kolejno od 1 do n.

Niektoére kontenery przechowujg niebezpieczne materiaty, ktore wymaga-
ja, by takie kontenery nie staly w zbyt duzym skupieniu.

Bajtazar dostat liste k operacji, ktore wykona dzwig: i-ta z tych operacji
ma postac (a;, ¢;, d;), co oznacza, ze dzwig umiesci ¢; konteneréw — poczynajac
od pozycji numer a;, po jednym kontenerze na co d;-tej pozycji (czyli na
pozycjach a;, a; + d;, a; + 2d;, a; + (¢; — 1)d;). Bajtazar zastanawia sie, jaka
bedzie liczba konteneréw na kazdej z pozycji po wykonaniu wszystkich
operacji z listy.

Zadanie 8. Dana jest siatka n x m. Kazda komoérka ma przypisana litere.
Znajdz dwie komoérki o najmniejszej odleglosci miedzy nimi (w metryce
Manhattan), ktére maja przypisana te sama litere.

Zadanie 9. Dana jest siatka n x m. Poczatkowo kazda komoérka jest biata,
poza jedng czarng. Wykonujemy nm — 1 operacji: dla danej biatej komorki
u oblicz najmniejsza odlegto$¢ z u do czarnej komorki i nastepnie zamaluj u
na czarno.

Zadanie 10. Dane sa tablice A[l..n], L[1..n], R[1..n]. Obstuz ¢ operacji
dwobch typow:

(1) dla danych k € [n] oraz x, przypisz Alk] «— =,

(2) dla danych 1 < I < r < n, znajdz warto$¢ sumy

r R[]

> > Al

i=l j=L}i]

Zadanie 11. Rozwazmy permutacje 7[1..n] liczb od 1 do n. Grafem permu-
tacji G(m) nazywamy graf ([n], £), gdzie dla kazdego i mamy {7, 7[i]} € E.
Wykona¢ ¢ zapytan dwoch typow:

(1) dla danych 4, j zamien wartosci «[i] z 7[j],

(2) powiedz, ile jest sp6jnych sktadowych w grafie G(7).

Zadanie 12. Dane jest drzewo T = ([n], F'), ukorzenione w wierzchotku 1.
Kazdy wierzchotek ma kolor: czarny (oznaczany jako 0) lub bialy (oznaczany
jako 1). Na poczatku wierzchotek u ma kolor Afu].

Wykonaj g operacji dwoch typow:
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(1) dla danego u € [n], dla kazdego wierzchotka v, bedacego na najkrotszej
Sciezce od 1 do u, zmien kolor v na przeciwny (bialy na czarny, a czarny na
bialy),

(2) dla danego u € [n], znajdz liczbe par (v, w) takich, ze v < w, najnizszy
wspolny przodek v i w to u oraz kolory v i w sa biate.
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Odpowiedzi

5 Podzielmy tablice A na /n blokéw. Zdefiniujmy dwuwymiarowa tablice
B[][:]. Teraz dla kazdej operacji typu (1) wykonujemy:

(i) jesli b < y/n aktualizujemy B[b][a| < B[b][a] + ¢ w czasie O(1) lub

(ii) jesli b > \/n nawinie aktualizujemy tablice A w czasie O(n/\/n) =
O(V/n).

Teraz szybko umiemy odpowiadaé na zapytania typu (2). Wystarczy
zsumowaé Al[d] oraz B[b][d mod b] dla kazdego B € [1,+/n].

Ostateczna ztozono$¢ wynosi zatem O(gy/n).

6 Oczywiscie, gdyby bylo tylko jedno pytanie typu (2), zadanie mozna tatwo
rozwigza¢ programowaniem dynamicznym.

Pomyst jest wigce taki, by podzieli¢ A na bloki o dtugosci y/n 1 dla kazdego
indeksu trzymac liczbe odbi¢, jaka wykona piteczka, zanim opusci aktualny
blok oraz ostatni indeks na jakim sie¢ znajdzie przed opuszczeniem bloku
(proste DP).

Na (1) odpowiadamy wtedy w O(y/n). Operacje (2) wykonujemy réwniez
w O(y/n), rekalkulujac wartosci dla catego bloku.

7 Dla kazdego d; > /n po prostu zasymulujemy ustawianie konteneréw.
Natomiast dla kazdego d; < y/n przetrzymywaé bedziemy tablice, powiedzmy
t[1..n], na ktérej koncowo wykonamy sumy prefiksowe co d;, to znaczy
plj] = plj — d;] + t[j], gdzie p[j] to nasza tablica sum prefiksowych. Aby w
plj] znajdowata sie liczba konteneréw na j-tej pozycji, przy i-tym zapytaniu
musimy zwickszy¢ t[a;] o 1 1 zmniejszy¢ t[a; + (¢; — 1)d; + 1] o 1.

11 Rozwazajmy zapytania w blokach po ,/q. Zauwazmy, ze dla kazdego

bloku jest tylko 2,/q wierzchotkow, ktore si¢ zmieniaja i majg znaczenie.
Mozemy wiec dla kazdego bloku skompresowaé graf tylko do nich.
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