KMP

Stowa, stowa, stowa.
WILLIAM SZEKSPIR

Zdefiniujmy najpierw prefikso-sufiks.

Definicja 1. Powiemy, ze k < n jest prefikso-sufiksem stowa S[1..n] iff
S[l.k] =S[n—k+1.n].

Definicja 2. Powiemy, ze prefikso-sufiks k stowa S[1..n] jest rozszerzalny
na stowo S[l..n + 1] iff S[k + 1] = S[n + 1], tj. mozemy go wydtuzy¢ o nowa
litere.
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Podamy teraz pewng przydatng ich wtasnosc.

Twierdzenie 1. Jesli k jest prefikso-sufiksem S oraz € jest prefikso-sufiksem
S[1..k], to € jest prefikso-sufiksem S.
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Bedziemy chcieli policzy¢ prefikso-sufiksy prefiksow stowa.

Rozwazmy napis S[1..n]. Niech 7[i] oznacza maksymalny prefikso-sufiks
S[1..i). Zatézmy, ze znamy 7[1],7[2],...,7[i — 1]. Mozemy tatwo obliczy¢
7[i] w nastepujacy sposob.

Jesli mozna rozszerzy¢ (i — 1], robimy to. W.p.p. patrzymy na maksy-
malny prefikso-sufiks S[1..w[i — 1]], ktory z tw. 1. jest tez prefikso-sufiksem
S[1..i]. Jest to w[r[i — 1]], ktéry prébujemy rozszerzyé. Potem prébujemy
rozszerzy¢ w[n[w[i — 1]]] itd.

Przyktad 1. Rozwazmy S = abacabab. Obliczymy maksymalne prefikso-
sufiksy dla kazdego prefiksu.

Dla S[1] mamy 7[1] = 0, bo stowo to nie ma prefikséw whasciwych.

Dla S[1..2] mamy 7[2] = 0, bo a # b.

Dla S[1..3] mamy 7[3] =1, bo a = a.

Dla S[1..4] nie mozemy rozszerzy¢ poprzedniego prefikso-sufiksu réwnego
7[3] = 1. Mamy wigc 7[4] = 0.

Dla S[1..5] mamy znéw w[5] =1, boa =a

Dla SJ1..6] mozemy rozszerzy¢ poprzedni prefikso-sufiks i mamy 7[6] = 2.

Dla S[1..7] znéw mozemy rozszerzyé poprzedni prefikso-sufiks i dostaé
7[7] = 3.

Dla S[1..8] = S nie mozemy rozszerzy¢ poprzedniego prefikso-sufiksu
7[7] = 3. Mozemy jednak rozszerzy¢ prefikso-sufiks podstowa S[1..3] réwny
7[7[7]] = [3] = 1. Dostajemy 7[8] = 2. O
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Algorytm mozemy zapisa¢ w C++.

pil0] = b = -1;
for (int i = 1; i <= n; i++)

{
while (b > -1 && S[b+1] != S[il)
b = pilb];
b++;
pili]l = b;
}

Warto odnotowaé, ze w powyzszej implementacji ustawiamy wartownika
w pi[0].

Mimo tego, ze powyzszy algorytm wydaje sie by¢ kwadratowy, to w
istocie sie¢ amortyzuje.

Twierdzenie 2. Powyzszy algorytm dziala w czasie O(n).

DowoOD: Przy kazdym zwickszeniu b++ wlozymy monete do banku. Nato-
miast przy przypisaniu b = pi[b] zmienna b Scisle maleje, zatem mozemy
wyjaé pewna liczbe monet z banku, tak by pozostalto ich b. Zauwazmy, ze
wtozymy n monet — dla kazdej iteracji jedng monete. Zatem wyjmiemy tez
co najwyzej n monet. Ostatecznie wiec ztozonosé to O(n). ([l

Dzieki powyzszemu algorytmowi mozemy rozwigzaé problem znajdowania
wzorca w tekscie i opisac¢ algorytm Knuth’a-Morrsi’a-Pratt’a, w skrocie KMP.

Niech dany bedzie wzorzec W o dtugosci m i stowo S. Aby rozwigzac
problem znajdowania wzorca W w stowie S wystarczy zdefiniowaé¢ stowo
T := W3S i uruchomié¢ na nim powyzsza procedure. Istotnie, na pozycji
1 w stowie S wystepuje wzorzec W iff maksymalny prefikso-sufiks stowa
T[1..2m +i] to m.
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